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Аннотация. Существует множество методов моделирования роста древо-
стоев по среднему диаметру. В последние десятилетия наиболее распростра-
нены методы, на основе которых можно разработать модели, инвариантные 
относительно базового возраста. Цель исследования – моделирование роста 
лесных культур сосны по среднему диаметру с использованием обобщенного 
алгебраического разностного подхода. Для исследования отобраны данные об-
меров в культурах сосны на 89 постоянных пробных площадях Лесной опытной 
дачи Российского государственного аграрного университета – МСХА имени 
К.А. Тимирязева. В результате исследования лесных культур сосны, произ-
растающих в сходных почвенно-климатических условиях, в качестве лучшей 
модели роста по среднему диаметру обосновано уравнение, базирующееся на 
обобщенном алгебраическом разностном подходе, которое является полимор-
фным, а прогнозируемые кривые имеют S-образную форму. Модель инвариант-
на относительно базового возраста прогнозирования и напрямую оценивает 
процесс роста на основе любого значения среднего диаметра и возраста, 
обеспечивая последовательные прогнозы. Разработанная модель может при-
меняться в условиях, к которым относятся экспериментальные материалы. 
Рассмотренная методика рекомендуется для моделирования роста по средне-
му диаметру других лесообразующих пород России.
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Abstract. There are many methods for modeling the growth of forest stands by mean 
diameter. In recent decades, methods have become most widespread, on the basis of 
which it is possible to develop models that are invariant with respect to the base age. The 
purpose of the study is to model the growth by the mean diameter of pine forest plantations 
using a generalized algebraic difference approach. For the study, data were selected from 
measurements of forest stands in pine plantations on 89 permanent sample plots of the 
Forest Experimental Station of the Russian State Agrarian University – Moscow Timiryazev 
Agricultural Academy. As a result of the study, for pine forest plantations growing in 
similar soil and climatic conditions, an equation based on a generalized algebraic 
difference approach, which is polymorphic, and the predicted curves are S-shaped, is 
substantiated as a better model for growth by mean diameter. The model is invariant with 
respect to the base prediction age and directly estimates the growth process based on 
any mean diameter and age value, thus providing consistent predictions. The developed 
model can be applied in the conditions to which the experimental materials belong. The 
considered technique can be used to model growth along the mean diameter of other 
forest-forming species in Russia.
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Введение

Эффективное  управление  лесами  можно 

обеспечить  только  при  наличии  достоверной 

информации  о  количественных  и  качественных 

характеристиках  насаждений  в  настоящее  вре-

мя и в будущем. Такая информация может быть 

получена  на  основе  моделей  роста  и  произво-

дительности  древостоев.  Моделирование  роста 

и производительности древостоев было неотъем-

лемой  частью  лесохозяйственных  исследований 

на протяжении длительного времени и остается 

актуальным  в  настоящее  время  [1].  Модели 

роста  –  полезные  инструменты  при  лесоустрой-

стве,  оценке  эффективности  лесохозяйственных 

мероприятий  и  в  целом  при  планировании 

управления лесами [2–4]. В зависимости от целей 

ведения  лесного  хозяйства  модели  могут  давать 

прогноз либо на уровне отдельного дерева, либо 

на уровне древостоя. Кроме того, они позволяют 

осуществлять  прогноз  на  основе  таксационных 

показателей  древостоя  и  периода  прогнозиро-

вания.  В  России  лесное  хозяйство  базируется 

на  уровне  лесотаксационных  выделов,  поэтому 

модели  на  уровне  древостоя  полностью  обеспе-

чивают  получение  необходимой  информации 

о количественных показателях. 

Средний  диаметр  относится  к  одному  из 

ключевых  таксационных  показателей  древосто-

ев.  На  его  основе  можно  получить  информацию 

о распределении деревьев по размерам, товарной 

структуре  и  др.  Существует  множество  методов 

моделирования  роста  древостоев  по  среднему 

диаметру.  В  последние  десятилетия  наибольшее 

распространение получили методы, на основе ко-

торых можно разработать модели, инвариантные 

относительно базового возраста [5]. Такие модели 

считаются наиболее подходящими для обработки 

данных постоянных пробных площадей [6].

Первые  инвариантные  относительно  базово-

го возраста модели были получены с применением 

алгебраического  разностного  подхода  (ADA)  [7]. 

Этот  метод  позволяет  использовать  ряд  получен-

ных для древостоя значений «диаметр – возраст» 

даже в том случае, если средний диаметр в базовом 

возрасте не определялся [8, 9]. Недостаток метода 

ADA заключается в том, что в модели лишь один 

параметр  является  специфичным  для  объекта  (в 

нашем случае для древостоя). Поэтому такая мо-

дель пригодна только для прогнозирования набо-

ра анаморфных кривых с общей асимптотой [10]. 

В дальнейшем была разработана более совершен-

ная  методология  моделирования  –  обобщенный 

алгебраический  разностный  подход  (GADA),  где 

более чем один параметр является специфичным 

для объекта [8]. Модели GADA прогнозируют по-

лиморфные кривые с несколькими асимптотами, 

что  является  положительным  свойством  с  точки 

зрения  учета  биологических  особенностей  де-

ревьев и древостоев [10]. Модель GADA позволяет 

сопоставлять данные коротких временных рядов, 

даже  если  в  них  нет  общего  базового  возраста 

[6, 11]. Поскольку GADA является математически 

надежным  и  реалистичным  подходом  к  модели-

рованию,  то  данный  метод  стал  стандартом  для 

разработки  моделей  роста,  например  доминант-

ной [12–14], и средней высоты древостоев [5, 15], 

суммы  площадей  поперечных  сечений  [16, 17], 

биомассы  деревьев  [18]  и  диаметров  отдельных 

деревьев [19].

В  России  наиболее  распространены  статиче-

ские модели, в которых для каждого класса бони-

тета  или  типа  условий  местопроизрастания  оце-

нивается отдельная кривая роста. Основываясь на 

этих  принципах,  составлено  большое  количество 

таблиц  хода  роста  лесообразующих  пород  для 

разных  регионов.  Однако  динамические  модели 

роста  древостоев  по  таксационным  показателям 

в  нашей  стране  к  настоящему  моменту  остаются 

не  изученными.  Поэтому  цель  исследования  – 

выполнить  моделирование  роста  лесных  культур 

сосны  по  среднему  диаметру  на  основе    данных 

долговременных  наблюдений  на  постоянных 

пробных  площадях  с  помощью  различных  урав-

нений, полученных с применением обобщенного 

алгебраического разностного подхода.

Материалы и методы исследования

Объектом  исследования  являются  лесные 

культуры сосны, произрастающие на постоянных 
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пробных площадях в Лесной опытной даче Россий-

ского государственного аграрного университета – 

МСХА  имени  К.А. Тимирязева.  Согласно  первому 

проекту  организации  и  ведения  лесного  хозяй-

ства, составленному А.Р. Варгасом де Бедемаром, 

лесокультурные  работы  начали  осуществлять 

здесь  в  1869 г.  Большинство  опытных  участков 

с  лесными  культурами  было  заложено  в  послед-

ней  четверти  XIX  в.  В  результате  лесокультурных 

работ к 1902 г. площадь культур сосны составляла 

60 га  (практически  ¼  площади  Лесной  опытной 

дачи).  По  итогам  лесоустройства  2009 г.,  лесные 

культуры сосны произрастали на площади 65 га со 

средним запасом 330 м3/га [20, 21].

Для  исследования  были  отобраны  данные 

обмеров древостоев в культурах сосны на 89 по-

стоянных пробных площадях. Возраст культур на 

момент проведения измерений – от 13 до 146 лет. 

Минимальная средняя высота древостоев – 3,7 м, 

максимальная  –  29,9 м.  Минимальный  средний 

диаметр  –  3,0 см,  максимальный  –  42,7 см.  Для 

анализа  исходные  данные  случайным  образом 

разделяли  в  соотношении  7:3  на  обучающую 

выборку,  которую  использовали  для  подгонки 

модели, и тестовую, на которой выполняли про-

верку  ее  обобщающей  способности.  Оценки  для 

итоговой модели получены по всей выборке.

Для  построения  модели  роста  по  среднему 

диаметру применяли метод GADA, который пред-

полагает  выполнение  следующих  шагов  [22]:  1) 

выбор  базовой  функции  роста  для  моделирова-

ния  изучаемой  переменной;  2)  принятие  реше-

ния, какие параметры базового уравнения будут 

соотноситься с переменной роста древостоя (X), 

и выражение этой связи математическим уравне-

нием; 3) решение уравнения для X; 4) получение 

динамической  трехмерной  модели  в  форме 

Y = f(t, t
0
, X

0
)  путем  подстановки  решения  X 

в  уравнение  Y = f(t, X)  для  начальных  условий 

t
0
 и X

0
. Если с X связан только один параметр, то 

GADA является эквивалентным ADA.

Для  анализа  использовали  24  уравнения 

(табл. 1), полученные с помощью подхода GADA. 

Для  многих  из  них  приводятся  сравнительные 

оценки в литературных источниках [11]. Из рас-

сматриваемых моделей 4  анаморфные уравнения 

(R1, L1, H3 и H5), 6  общие асимптотические по-

лиморфные (R2, R3, L2, H1, H2 и C4) и остальные 

Таблица 1.  Функции роста и их преобразования с помощью  
обобщенного алгебраического разностного подхода

№
Преобразование 

параметров
Решение для X с начальными значениями (y0, t0) Динамическое уравнение

Richards [23] y = a(1 – exp(–bt))c 

R1 a = X �
� �

0
0

0(1 exp( ))c

y
X

bt
� �� �

� � �
� �� �

0
0

1 exp( )

1 exp( )

c
bt

y y
bt

R2 b = X

� �
� �� �� �� �� �� �� �

� ��

1

0

0
0

ln 1
cy

a
X

t

� �
� �� �� �� �� �� � �� �� �� �� �� �
� �� �

� �

0
1

01 1

ct

t
cy

y a
a

R3 c = X

� �
� �
� ��

� �

0

0
0

ln

ln(1 exp( ))

y
a

X
bt

� �
� �� �� � �

� �

0

ln(1 exp( ))

ln(1 exp( ))
0

bt

bty
y a

a

R4
a = exp(X),
c = c

1
 + c

2
X    

�
�

�
0 1 0

0
2 0

ln( )
,

1

y c F
X

c F

F
0
 = ln(1 – exp(–bt

0
))

�� � � 1 2 0
0exp( )(1 exp( ))c c Xy X bt

R5
a = exp(X),

� � 2
1

c
c c

X

� � � � �
1

2 2
0 0 1 0 0 1 0 2 0

1
(ln( ) ((ln( ) ) 4 ) ),

2
X y c F y c F c F

F
0
 = ln(1 – exp(–bt

0
))

�
� �� �

� � �
� �� �

2
1

0

0
0

1 exp( )

1 exp( )

c
c

Xbt
y y

bt
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№
Преобразование 

параметров
Решение для X с начальными значениями (y0, t0) Динамическое уравнение

R6
a = exp(X),

� �1

1
c c

X

� � � � �
1

2 2
0 0 1 0 1 0 0 0

1
(ln( ) (( ln( )) 4 ) ),

2
X y c F c F y F

F
0
 = ln(1 – exp(–bt

0
))

�

� � �
1

0

1

0exp( )(1 exp( ))
c

Xy X bt

R7

a = exp(a
1
X),

� �1

1
c c

X

�
�

0
0

1 0

ln( )
,

y
X

a F

F
0
 = ln(1 – exp(–bt

0
))

� � � 0
1 0exp( )(1 exp( ))Xy a X bt

Lundqvist [24] y = a exp(–bt –c)

L1 a = X ��
�

0
0

0exp( )c

y
X

bt
� �� �0 0exp( ( ))c cy y b t t

L2 b = X
�

� �� � �
� ��

0

0
0

ln

c

y
a

X
t

� �
� �
� �� �� � �

� �

0

0

c
t
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y a

a

L3
a = exp(X),

� �1

1
b b

X
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1
ln( ) 4 ( ln( ))

2
c c c cX t b t y t b t y �
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Продолжение табл. 1
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15  –  полиморфные  уравнения  множественных 

асимптот.

Статистические показатели (корень из сред-

неквадратической ошибки, средний абсолютный 

процент  ошибки,  коэффициент  детерминации, 

скорректированный  коэффициент  детермина-

ции, информационные критерии Акаике и Байе-

са),  используемые  для  оценки  качества  каждой 

модели,  представлены  в  табл. 2.  Кроме  того, 

в основу выбора лучшей модели был положен гра-

фический  анализ  прогностической  способности 

каждой  из  моделей  и  значимости  оценок  их  па-

раметров. Значимость числовых коэффициентов 

оценивалась  с  помощью  t-критерия  Стьюдента 

при критическом значении α = 0,05 [13].

С учетом графического анализа соответствия 

прогнозируемых значений фактическим и остат-

ков, оценки значимости числовых коэффициентов 

модель, для которой также получены наибольшие 

значения  коэффициентов  детерминации  и  наи-

меньшие  значения  информационных  критери-

ев,  среднеквадратической  ошибки  и  среднего 

процента  абсолютной  ошибки,  признавалась 

в  качестве  лучшей.  Анализ  данных  проводили 

с  использованием  Python 3.5  +  NumPy 1.17.1  + 

SciPy 1.3.2 и R 3.6.3 + lme4 1.1.

Результаты и обсуждение

Итоговая  сводка  по  5  лучшим  моделям  для 

обучающей  и  тестовой  выборок  представлена 

в  табл. 3.  В  перечень  вошли  следующие  модели: 

R3, R5, H1, W1 и G1. На обучающей выборке для 

них MAPE составляет от 4,0 до 4,8 %. На тестовой 

выборке  эти  значения  почти  совпадают  с  полу-

ченными для обучающей выборки. Для RMSE, AIC, 

BIC  в  большинстве  случаев  получены  значения, 

Окончание табл. 1

№
Преобразование 

параметров
Решение для X с начальными значениями (y0, t0) Динамическое уравнение
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Примечание: y – предсказанный по модели средний диаметр в возрасте t; y
0
 – начальное значение среднего диаметра в воз-

расте t
0
; X, F – вспомогательные переменные; a, b, c, d – параметры модели.
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близкие  к  минимальным,  а  для  R2  и  R2-adj.  – 

к  максимальным  среди  всех  рассматриваемых 

моделей. Поэтому эти уравнения можно считать 

наиболее  подходящими  для  моделирования  ро-

ста лесных культур сосны по среднему диаметру 

в конкретных лесорастительных условиях.

Графический  анализ  прогнозных  трендов 

средних диаметров показал, что, несмотря на ми-

нимальные значения RMSE, MAPE, AIC, BIC и мак-

симальные  R2,  R2-adj.  для  модели  H1,  наилучшее 

соответствие  биологическим  закономерностям 

роста получено для модели R3. Анализируя итого-

вые значения метрик качества и статистическую 

значимость  коэффициентов  уравнений  (табл. 4), 

в  качестве  лучшей  модели  из  всех  рассматривае-

мых  принято  общее  асимптотическое  полиморф-

ное уравнение для базовой функции Richards c за-

меной параметра, отвечающего за форму кривой 

(модель  R3).  Для  него  получены  статистически 

достоверные оценки параметров при p < 0,05. Так 

как все изучаемые древостои находятся в сходных 

почвенно-климатических  условиях,  то  независи-

мо  от  начальных  параметров  роста  проявляется 

общая  асимптота  (49,4 м),  но  при  этом  каждая 

кривая обладает специфической формой.

Графический анализ остатков для модели R3 

не  выявляет  явную  тенденцию  переоценки  или 

недооценки  прогнозируемых  значений  средних 

Таблица 2.  Критерии качества моделей

№ Показатель Формула

1 Корень из среднеквадратической ошибки (RMSE)
� 2( )iiy y

RMSE
n

�
� �

2 Средний абсолютный процент ошибки (MAPE)
�

100 /ii

i

y y
MAPE n

y

�
� ��

3 Коэффициент детерминации (R2)
� 2

2

2

( )
1

( )
ii

ii

y y
R

y y

�
� �

�
�
�

4 Скорректированный коэффициент детерминации (R2-adj.)
2 2

.

( 1)
1 (1 )

( )adj

n
R R

n k

�
� � �

�

5 Информационный критерий Акаике (AIC)
� 2( )

2 ln iiy y
AIC k n

n

�
� � �

6 Информационный критерий Байеса (BIC)
� 2( )

ln ln iiy y
BIC k n n

n

�
� � �

Примечание: k – количество параметров модели; n – количество наблюдений; yi – фактическое значение;       yi – предсказан-
ное по модели значение; 



y – среднее значение по выборке.

Таблица 3.  Критерии качества пяти лучших моделей

№
Обучающая выборка Тестовая выборка

RMSE MAPE R2 R2-adj. AIC BIC RMSE MAPE R2 R2-adj. AIC BIC

R3 1,620 4,369 0,919 0,919 5 324,1 5 337,3 1,599 4,345 0,920 0,920 2 224,0 2 235,5

R5 1,621 4,372 0,919 0,919 5 334,3 5 354,2 1,600 4,348 0,920 0,920 2 229,4 2 246,7

H1 1,478 3,987 0,933 0,932 4 311,6 4 324,8 1,472 3,999 0,933 0,932 1 833,5 1 845,0

W1 1,806 4,849 0,899 0,899 6 527,5 6 547,4 1,789 4,819 0,900 0,900 2 756,5 2 773,8

G1 1,627 4,399 0,918 0,918 5 376,7 5 403,2 1,616 4,381 0,919 0,919 2 277,8 2 300,8



ЛЕСНАЯ ТАКСАЦИЯ

38 2023  № 1

диаметров как на обучающей, так и на тестовой 

выборках  (рис. 1).  Большинство  точек  данных 

выстраивается  вдоль  горизонтальной  оси. 

Гистограммы  остатков  близки  к  нормальному 

распределению,  что  указывает  на  отсутствие 

значительной  асимметрии.  Дисперсия  остатков 

при разных значениях предсказанных диаметров 

в  целом  демонстрирует  отсутствие  явно  выра-

женных  тенденций.  Максимальные  абсолютные 

отклонения прогнозов от фактических значений 

достигают  6,7 см,  а  подавляющее  большинство 

остатков находится в диапазоне от -2,0 до 2,0 см.

По всей выборке получено итоговое уравне-

ние (R3) возрастного тренда роста культур сосны 

по среднему диаметру:

� �
� �� �

� � �
� �

0

ln(1 exp( 0,007994 ))

n(1 exp( 0,007994 ))
049,51 ,

49,51

t
tD

D

где:

D  –  предсказанный  по  модели  средний  диаметр 

в возрасте t; 

D
0
– начальное значение среднего диаметра в воз-

расте t
0
.

Оценки  параметров  уравнения  являются 

статистически  значимыми  (при  p  < 0,05).  Для 

итоговой  модели  RMSE  = 1,614,  MAPE  = 4,362, 

R2   = 0,919  и  R2-adj.  = 0,919.  Разработанная 

модель  роста  по  среднему  диаметру  культур 

сосны  по  показателю  MAPE  соответствует  точ-

ности  определения  средних  диаметров,  которая 

предъявляется  Лесоустроительной  инструкцией 

к таксации лесов (приказ Минприроды России от 

29.03.2018  № 122  «Об  утверждении  Лесоустро-

ительной  инструкции»).  Допустимая  случайная 

ошибка  определения  среднего  диаметра  пре-

обладающей  породы  составляет  от  ±10 %  при 

Таблица 4.  Оценки параметров пяти лучших моделей

Модель Параметр Оценка t-статистика p-значение

R3
a 4,937e+01 9,740e+01 < 2e-16

b 8,052e-03 3,825e+01 < 2e-16

R5

b 8,049e-03 3,788e+01 < 2e-16

c
1

-1,346e+03 -1,951e+00 5,107e-02

c
2

5,253e+03 1,954e+00 5,079e-02

H1
b 2,365e+00 1,006e+02 < 2e-16

c 1,197e-02 8,014e+01 < 2e-16

W1

b
1

3,987e+05 3,814e-01 7,029e-01

b
2

-9,527e+04 -3,814e-01 7,029e-01

c 2,282e-01 1,019e+02 < 2e-16

G1

b -1,269e+00 -1,561e-02 9,875e-01

c 3,307e-03 2,754e-02 9,780e-01

d
1

6,199e+03 9,182e-03 9,927e-01

d
2

1,478e+05 4,748e+00 2,105e-06
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Рис. 1.  График остатков модели для обучающей (синий цвет) 
и тестовой (красный цвет) выборок
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глазомерно-измерительном способе таксации  до 

±20 %  при  аналитико-измерительном  дешиф-

рировании  стереоаэроснимков,  космических 

снимков  (при  таксации  малоосвоенных  лесов) 

и актуализации.

Модель  пригодна  для  использования  в  диа-

пазоне  возрастов  от  10  до  150  лет.  Графическая 

визуализация  динамики  средних  диаметров  по 

модели  для  высоко-,  средне-  и  низкопродуктив-

ных  древостоев  в  диапазоне  исходных  данных 

в  сравнении  с  эмпирическими  возрастными 

трендами  показана  на  рис. 2.  Во  всех  случаях 

смоделированные  кривые  роста  по  среднему 

диаметру отражают динамику фактических дре-

востоев.  Прогнозируемые  кривые  обеспечивают 

полиморфизм роста по среднему диаметру и сиг-

мовидную  форму,  а  также  проходят  синхронно 

с эмпирическими.

Модели  роста  древостоев,  основанные  на 

применении методологии GADA, рекомендуются 

во многих исследованиях, так как они позволяют 

более  реалистично  передать  процесс  изменения 

таксационных  показателей  с  увеличением  воз-

раста  и  имеют  более  гибкие  оценки  по  сравне-

нию с ранее разрабатываемыми моделями зави-

симости  таксационных  показателей  от  возраста 

древостоя [8, 10, 29].

Для более точной оценки прогнозных значе-

ний таксационных показателей древостоев пред-

почтительными являются модели, инвариантные 

относительно базового возраста и основанные на 

более  реалистичном  описании  процесса  роста. 

Такие соотношения между таксационными пока-

зателями и возрастом, полученные с применени-

ем  GADA,  могут  успешно  применяться  в  имита-

ционных  моделях  таксационных  показателей  на 

уровне отдельных древостоев.

Заключение

Для лесных культур сосны, произрастающих 

в  сходных  почвенно-климатических  условиях, 

в  качестве  лучшей  модели  роста  по  среднему 

диаметру  обосновано  уравнение,  базирующее-

ся на методологии GADA, которое является по-

лиморфным,  а  прогнозируемые  кривые  имеют 

S-образную  форму.  Модель  инвариантна  отно-

сительно  базового  возраста  прогнозирования 

и напрямую оценивает процесс роста на основе 

любого  значения  среднего  диаметра  и  возрас-

та,  тем  самым  обеспечивая  последовательные 

прогнозы.  Разработанная  модель  может  при-

меняться  в  тех  условиях,  к  которым  относятся 

экспериментальные  материалы.  Рассмотрен-

ная  в  исследовании  методика  рекомендуется 

для  разработки  динамических  моделей  роста 

по среднему диаметру других лесообразующих 

пород России.
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